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6.1

A: (Estimacion Lineal Cuadratico Medio Minima)

Como en el caso de los decisores, los estimadores lineales proporcionan
ventajas por su sencillez y facilidad de interpretacion, asi que es frecuente
recurrir a ellos. (Ademas, son estrictamente optimos en algunas situaciones,
como para el Problema General Gaussiano).

Supongase que la va s se estima a partir de las N vas x imponiendo la
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6.2

que igualaremos a 0
- paraw,, resulta: E{ e }

wo=E{s}-w' E{x}
- para los demas pesos: E { ex,f| . =0

W=Wwe

en forma bloque: E{ QX} =0= E{ ( sS—w, xe] x}

Principio de Ortogonalidad. elx,, i=1I..N
(también en version extendida)

(se comprueba facilmente que es un minimo, al ser la matriz de derivadas
segundas un producto externo).

J
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6.3

N
El Principio de Ortogonalidad para la formulacion extendida conduce a:
vAVO +vAv1E{x]} + W, E{x2}+ +vAVNE{xN} = E{S}
VA"O E{xl} T VAVI E{xlxl} +VA"2 E{x2x1}+ +VA"N E{XN'XI} = E{le}
VAVO E{x2} +W, E{xIXZ} +w, E{x2x2}—|— +VAVN E{xNx2} = E{sz}
vAVO E{xN} +vAv] E{xlxN} + vAVZ E{xsz}+ +vAVN E{xNxN} = E{SxN}
que puede reescribirse utilizando las covarianzas v: E {xix ; }z Fox; =
= Ve T E{x, }E{x,}, y analogamente para E{sx;};
aparece entonces en la ecuacion j+1
- un sumando de la forma (vAvoJrvAv] E{ x1}+ W, E{ x2}+...+vAVN E{ xN}) E{xj}
en el término de la izquierda;
- un sumando de la forma E { S }E {x j} en el de la derecha,
que, al ser iguales (por la primera ecuacion), pueden eliminarse;, y debe
procederse asi, puesto que se eliminan términos de colinealidad en las
ecuaciones, y con ello se alivian los problemas numéricos en la solucion.
. J
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Asi, se resolvera por un lado la primera ecuacion, y, por otro, las
llamadas Ecuaciones Normales (N ecuaciones con N incognitas)

WVt Wy e AW Y = Y
Ve, TOOW, Ve W Y = Y
L N A o (VI AN

(que son las unicas a resolver si x y s tienen medias nulas).

En forma matricial

V w=vy (notese: [Vxx]l.,j =v. _ )

XX sX X

cuya solucion es

-1
w=V_"vy

XX SX
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6.5

Interpretacion

El principio de Ortogonalidad tiene una interpretacion obvia considerando que las
va se pueden representar como vectores con modulo igual a la raiz cuadrada de su

varianza (medias nulas):
S

o>

el tamafo del error es minimo si s se proyecta ortogonalmente sobre el subespacio
generado por las X; y el estimador lineal buscado no es otra cosa que la
proyeccion resultante, . Por ello, se habla también de Teorema de Proyeccion.

Debe notarse que E{és} = E{&W'x} =0
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Ejercicios de discusion

D: ¢;Cudl es la contribucion a la reduccion del error de cada variable x?
(Prescindase de las medias).

En la misma figura que se ha utilizado para ilustrar el Principio de
Ortogonalidad se observa que la intervencion de x, en el valor de é (y de s)...
depende de como sea x,.

Analiticamente:

E{é2}= E{(S—Q)Tx)é}zE{sé}z E{S(S—ﬁ)Tx)}z E{SZ}— wy_
que es

SX XX

E{é2}= E{SZ}—VTV_]VSX

donde queda de manifiesto lo dicho: y se percibe que la covarianza entre s y X,
no indica directamente la importancia de x; para reducir el error (salvo que se
trate de elegir una variable de entre dos).
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6.7

Por tanto, si se tratase de seleccionar variables, no se puede hacer de
acuerdo con sus covarianzas individuales con respecto a s. Tampoco de
acuerdo con sus coeficientes w: ya que sus valores dependen de todas las
demas variables.

Naturalmente, en el caso de que las x sean incorrelacionadas (varianzas
cruzadas nulas), V_. se diagonaliza, y resulta manifiesto que cada variable
influye de acuerdo con v.' v’ (wv )

Y XjXj o~ SXj i7sx; )

Y también es obvio que, si se trata de anadir una nueva variable a un

estimador lineal fijado, ha de elegirse la mas correlacionada con el error.

El problema de seleccion de variables es importante, como se sabe. debe
observarse que la utilizacion de variables linealmente dependientes convierte
V. en singular.

I:  Metodos de seleccion de variables para estimacion Ims
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6.8

D: Las variables dato se pueden “ortogonalizar” (medias nulas) de acuerdo con el

procedimiento de Gram-Schmidlt.

a) Formule algoritmicamente el procedimiento.

b) ;Es el procedimiento util para seleccion de variables?

a) Supuesto que se ha fijado un orden x,, ..

., Xy, Se trata de ir creando variables que

sean ortogonales a las anteriores: para ello se restan las partes no ortogonales

' —
X =X
!/
[ E{XIXZ} '
X, =X, — X
E{! !}
X X;
!/ /
x' = E{X] x3}xr _E{'XZ x2}xr
3 T 3 E{ ;o } ] E{, , } 2
Xy X X, X,

es decir :
X, =x,
!
a, =M I1<l<n
E{x, x,}

n—1

r - '
X, =X, Zalnxl ’ 2
=1

A
S

A
=
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6.9

K r . . r . r .
(hay otras versiones algoritmicas de mejores caracteristicas numéricas)

b) Esta claro que es inmediata la seleccion de las x': pero ello no lleva

implicita una seleccion de las x, ya que en las x' seleccionadas pueden
entrar cualesquiera combinaciones de las variables originales.

(Sin embargo, si es cierto que la aplicacion de este proceso evita sufrir
los efectos de colinealidades entre variables).

No es solucion ordenar la ortogonalizacion segun la correlacion de los
datos con s, ya que no se puede prever el efecto que tiene el proceso sobre
dichas variables (ni siquiera es optimo elegir en cada paso la variable que
de lugar a la variable transformada de mayor efecto).

Pero también es verdad que el efecto favorable de evitar colinealidades
permite obtener buenos resultados aplicando estos procedimientos
suboptimos: que se conocen como méetodos de Ortogonalizacion de
Minimos Cuadrados (OLS, “Orthogonal Least Squares”) (el nombre se
refiere, estrictamente, a su aplicacion en forma muestral).
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6.10

N
D: ;Como variaria la formulacion expuesta si se tratase con vas complejas?
Considerando que hay que manejar Efle/’} = E{ee*}!, se llega de
inmediato a ver que hay que sustituir E{xx,} y E{sx,} por E{xx*} y E{sx;*}.
Conviene notar que la transposicion se convierte en transposicion
hermitica: y que esta operacion conjuga V.
D:;Como hay que extender la formulacion si se estimase una variable
multidimensional, s?
Bastaria proceder fila a fila para encontrar como solucion
§=WTx
siendo
V1 -1
W_ I/_)fx I/SX
(notese que V. _.=E{xs'})
. J
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6.11

Versiones analiticas v maquina

S1 la fisica del problema es conocida, V. y v se pueden obtener de
dicho conocimiento: se trataria entonces de un aplicacion analitica.

S1 no es asi, tendrian que estimarse V__y v a partir de observaciones
muestrales {s(k),x(k)}f:l : en cuyo caso se hablaria de una formulacion
maquina.

Desde ahora se hace notar que, para comprobar la coherencia de lo que se
esta suponiendo (el modelo fisico, lo razonable de emplear la estimacion Ims),
conviene, cuando sea posible, verificar que los resultados son estables para
varias aproximaciones: analitica y maquina si hay modelo fisico y datos
disponibles, o entre varias aproximaciones maquina.
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6.12

La Regresion Lineal

Este problema se formula analogamente a la estimacion de la media de
una va gaussiana: se admite que cada observacion de s es una combinacion
lineal de las variables deterministas {x_} y una componente aleatoria, llamada
residuo o innovacién, u, que se supone gaussiana de media cero: ademas, con
la misma varianza para cualesquiera valores de las {x,} (condicion de
homocedasticidad).

La va. se estima por su media (lo que minimiza el error cuadratico
medio de la estimacion); y ¢&sta se obtiene a partir de un conjunto de
observaciones {s<k),x(k)}{§:1 (tipicamente, K>>N), ajustando los parametros
libres via minimos cuadrados (LS).
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6.13

De modo que la Regresion Lineal pretende lo que se ilustra en la figura: para
cada valor de x (X), establecer qué parte de s se debe al mismo, minimizando el

efecto de u.
A
> g(kn)
kn) 4 -
u( N)T‘_x <
! S = W,TW,X

3! < < < < ' ---1u(k2) E
' - - xg(k ko) % - - - !
0 I sk | st :
— A ! :
i )\ ! |
i A X E

: | ! -

X(kl) X? X(kz) N X(kN)
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6.14

. , e , . N\
El ajuste LS de los parametros minimiza el error cuadratico total
observado: suma de los cuadrados de
u =g —ngg‘) : k=1,..,K
es decir, el modulo del vector
u=s-XWw,
con -
(1 (1) )
1 x; X5 o Xy
1 X§2) X(2) X(2)
X, =|. 2 N (Kx(N+1))
(K) (K) (K)
1 x Xy Xy
lo que no es otra cosa que aproximar s mediante una combinacion lineal de los
(N+1) vectores columna de X_, minimizando el error cuadratico: se aplicara el
Principio de Ortogonalidad
u L col{X_}
o J
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6.15

es decir, en forma bloque

O S€a
T— T A
XT§—XTX_ W =0

de donde, supuesta X! X_ invertible,
We = (XIX, ) XTs

La matriz factor de 5 se denomina Seudoinversa de Moore-Penrose
de X_, X! y esla solucion del problema LS que aqui ha surgido. Proyecta §
sobre el subespacio formado por las columnas de X, .
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6.16

N
Discusion
Q: ;Como procederia en una situacion de heterocedasticidad, en que u tiene
una varianza dependiente de x?

La solucion pasaria por convertir el problema en homocedastico:
equidistribuyendo u.

Si la forma de la heterocedasticidad es conocida, se puede aplicar en la
formulacion, y se llega a una solucion LS ponderada; si no es asi, han de
realizarse aproximaciones sucesivas asumiendo homocedasticidad local, y
estimando las varianzas a partir de los residuos.

. J
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6.17

Regresion Lineal vs Estimacion Lineal

Cabe notar que las expresiones obtenidas para las soluciones son analogas:
*  XIX_ hace el papel de V,
* X_!s haceel papel de v,

y, de hecho, es inmediato comprobar que la solucion de la Estimacion Lineal se
hace formalmente idéntica a la de la Regresion si se sigue la via muestral y se
estiman correlaciones de forma muestral para las ecuaciones extendidas.
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6.18

Pero el planteamiento es conceptualmente distinto:
* en E. L., 1as X son va
* en R.L., las X son deterministas
teniendo, por tanto, diferentes situaciones de aplicacion.

Si cabe la opcion de modelar las X como deterministas o como aleatorias,
esta claro que la segunda opcion sera tanto mas ventajosa cuanto MAS
conocimiento estadistico se tenga de las X; la primera, cuanto menos: por
ejemplo, cuando los valores de las X puedan ser “controladas” externamente.
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6.19

N

Modelos semilineales
Reciben este nombre todos los modelos construidos

- transformando no linealmente las variables X en otras variables y
- utilizando para la estimacion/regresion una combinacion lineal de las y;
con lo que, fijada la transformacion, podemos proceder con las y de los modos
vistos: y se tendran métodos no lineales de disefio sencillo, cuya eficacia
dependera de lo adecuado de la transformacion para ¢l problema bajo estudio.

o J
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6.20

N
Son muy tipicos los métodos semilineales basados en un previo
agrupamiento  de las muestras X®, empleando después como y® las
similitudes de cada X con los representantes de los grupos, m, . Estudiaremos
las técnicas de agrupamiento en la Unidad 10.
También se incluyen aqui los modelos polinbmicos.
N N N
S=w_+ anxn + ZZWnn,Xan, + ...
n=I n=l n'=l
pusto que los términos del polinomio son transformaciones de las {x_}. Como
se sabe, la dificultad aqui radica en que hay una explosion dimensional con el
grado del polinomio.
o J
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6.21

Una técnica (suboptima) para construir modelos polinomicos es el llamado
M¢étodo de Manejo de Datos en Grupo (“Group Method Data Handling”,
GMDH), debido a Ivakhnenko. Se basa en que multiplicando polinomios se
suman sus grados, y que los polinomios de grado 2 en dos variables tienen solo
6 coeficientes; asi,

- se emplean todos los posibles términos de dos variables de orden 2 a partir

. N+1 _
de las variables (hay ) términos asi);

- se seleccionan los N “mejores”;

- se itera el proceso, construyendo polinomios de dos variables y orden 2 a
partir de las salidas del paso anterior (el orden sube a 4, 6, 8, ... ), hasta que
se saturan los resultados;

- Se elige como solucion la correspondiente a la mejor salida del altimo
paso, y se procede a un disefio final.
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6.22

\
El GMDH tiene mecanismos que aseguran una buena generalizacion
(entrena iterativamente con una parte de las muestras y verifica sobre el resto),
y hay una gran cantidad de variantes.
o J
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